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 مقدمه
همـین جهـت    منظور حمایت فنی از دانشجویان مالی ارائه گردیده است. به این کتاب به

ایم. هدف ما ارائه ابزار اصلی تئوري احتمال براي درك  به آن احتمال مالی اطلاق کرده
هـاي   هـا بـا احتمـال نتـایج حـوزه      در نتیجه، تقریباً همه مثـال باشد.  هاي مالی می مدل

کنـیم خواننـدگان از    اقتصادي و مالی مرتبط هستند. این بدان معنی است که فرض می
باشـند، همچنـین دانـش اولیـه در مـورد       دانش ابتدایی مالی و اقتصاد خرد برخوردار می
 تجزیه و تحلیل و جبر خطی را نیز دارا هستند.

هاي ریاضـی   ، مدل2بخشی بدره ) بر روي تنوع1952( 1کار اصلی مارکوئیتزاز زمان 
گـذاري دارایـی    هـاي قیمـت   اند. مـدل  انگیزي توسعه یافته طور شگفت بازارهاي مالی به

) در دهه شصت مـیلادي  1966( 5) و موسین1965( 4)، لینتنر1964( 3اي شارپ سرمایه
یز در پایـان همـین دهـه آغـاز گردیـد      هاي مالی ن بنا شدند و نسخه زمان پیوسته مدل

-گذاري اختیار معاملات به دنبال مـدل بلـک   هاي قیمت ). مدل1969، 1971، 6(مرتون
عنوان یک رویکرد  ) به1973و مرتون در سال  1973شولز در سال -مرتون (بلک-شولز

گذاري قراردادهاي مشتقه بوجود آمدنـد. بـا شـکل گیـري محصـولات       ریاضی از قیمت
ها اساسـاً مبتنـی    هاي ارزیابی نیز افزایش یافت. این مدل الی، تقاضا براي مدلپیچیده م

 تر، مبتنی بر نظریه احتمال و فرآیندهاي تصادفی هستند. طور دقیق بر ریاضیات، و به
هـا   امروزه، هر دانشجوي مالی با بسیاري از مفاهیم ریاضی مواجـه اسـت، بعضـی از آن   

تر از آنچه کـه در مقـاطع کارشناسـی     ها بسیار پیچیده آن بسیار غیرطبیعی هستند و بعضی از
باشـند. ایـن کتـاب سـعی دارد فاصـله بـین آنچـه         شوند، می ارشد اقتصاد و مدیریت ارائه می

1-Markowitz. 
2-portfolio diversification. 
3-Capital Asset Pricing Model of Sharpe 
4-Lintner. 
5-Mossian. 
6-Merton. 

                                                                                                                           



   

هاي مالی بدانند، پـر کنـد.    دانند و آنچه که باید براي ورود به جهان مدل دانشجویان واقعا می
معنـی آسـان بـودن     روش آموزشی است، البته این به یکی از اهداف ما ارائه این ابزار به یک

 باشد.   مطالعه آن نیست. در عمل براي مدیریت ابزار به کار سخت نیاز می
بـه فضـاهاي احتمـال و     1این کتاب به چهار فصـل تقسـیم شـده اسـت. فصـل      

پردازد. هدف فصل اول، توضیح چگونگی بیان ریاضـی توصـیف    متغیرهاي تصادفی می
تـوان از   ها را مـی  ها و بازده ها است. قیمت رتبط با بازارهاي مالی و بازدهعدم اطمینان م

ي بـین   هاي آتی احتمالی یـا رابطـه   ها، پراکندگی ارزش ها و قیمت طریق میانگین بازده
هـا، گشـتاورهاي    طور خلاصه ارزیابی کرد. ایـن کمیـت   هاي مختلف به هاي سهام بازده

هـا در   شـوند. آن  ها نامیده مـی  توزیع احتمال بازده ها یا گشتاورهاي توزیع احتمال قیمت
 اند. ارائه شده 2فصل 

فرآتر از ارائه مصنوعی متغیرهاي تصادفی بوسیله گشتاورها، یک نگرش با جزئیات 
هاي آتی احتمالی در امتداد خـط واقعـی لازم    تر براي تعیین چگونگی انتشار ارزش بیش

هـا،   احتمـال متغیرهـاي اقتصـادي بـازده     است. این بدان معنی است که توصیف توزیع
 باشد. هاي ارز ضروري می هاي بهره یا نرخ نرخ

کننـد (بـا    هاي اقتصادي اطلاعات را در طول زمـان تحصـیل مـی    در نهایت، بنگاه
نمـایی پیشـامدهاي آتـی را     هزینه یا بدون هزینه). اطلاعات جدید باورها درباره درسـت 

دهـد.   رك از احتمالات پیشامدهاي آتی را تغییر مـی د؛ یا به دیگر سخن، دنده تغییر می
همـین دلیـل بخشـی از     به ،گردد توزیع احتمال مربوط به متغیرهاي اقتصادي تعدیل می

 اختصاص یافته است. 2و انتظارات شرطی 1به توزیع شرطی 4فصل 
اي و چنـد   هـاي تـک دوره   بخش دوم فصل آخر براي یک انتقال هموار بین مـدل 

هاي  کند. در حقیقت، اساساً دو دسته از مدل د حد و همگرایی را معرفی میاي، قواع دوره
هاي ارزیابی وابسـته بـه زمـان از هـم      توان از طریق روش ها را می د. آننمالی وجود دار

ها (محدود یـا   اي از زمان ، بازارها در مجموعه3هاي زمان گسسته متمایز ساخت. در مدل

1-Conditional distributions. 
2-Conditional expectations. 
3-Discrete-time models. 

                                                                                                                           



ها  ، بازارها در همه زمان1هاي زمان پیوسته که در مدل قابل شمارش) باز هستند در حالی
(همواره) باز هستند. پس بررسی این که آیا مدل زمانی پیوسته (بنا به تعریـف) محـدود   

 3بین دو زمان تـراکنش  2هاي زمان گسسته است که در آن دیرش به یک دنباله از مدل
 باشد. مهم مییا نه شود،  به صفر نزدیک می

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1-Continuous-time models. 
2-Duration. 
3-Transaction. 

                                                                                                                           



   

 
 
 




 

 فهرست مطالب
 

  1متغیرهاي تصادفی     و احتمال فضاهاي         1فصل  

 2   احتمال اندازه و گیري اندازه قابل فضاهاي 1-1
1-1-1   σ- مجموعه بر مبتنی) تبار یا( جبري Ω    3 
 A    5 تبارهاي زیر   2-1-1
 8    احتمال اندازه   3-1-1

 12   بیز قاعده و شرطی احتمال 2-1
 12    مستقل تبارهاي و مستقل پیشامدهاي   1-2-1
 15    شرطی احتمال اندازه   2-2-1
 17    بیز قاعده   3-2-1

 20   احتمال توزیع و تصادفی متغیرهاي 3-1
 20    تبارها تولید و تصادفی متغیرهاي   1-3-1
 25    مستقل تصادفی متغیرهاي   2-3-1
 26    تجمعی توزیع و احتمالات توزیع 3-3-1
 31    پیوسته و گسسته تصادفی متغیرهاي   4-3-1
 33    تصادفی متغیرهاي تبدیلات   5-3-1

  35  تصادفی  متغیر هاي گشتاور         2فصل  

 36    ریاضی زبان به انتظارات 1-2
 37    پیوسته و گسسته تصادفی متغیرهاي با مرتبط انتظارات   1-1-2



 39    کلی مورد: انتظارات   2-1-2
 42    پترزبورگ-سنت تناقض و جنسن نابرابري: توصیف   3-1-2

 46    بالاتر گشتاورهاي و واریانس 2-2
 46    دوم مرتبه گشتاور   1-2-2
 49    کشیدگی و چولگی   2-2-2

 51    تصادفی متغیرهاي برداري فضاي 3-2
 52    برابر قطعاً تقریبا تصادفی متغیرهاي   1-3-2
 𝑳1(𝛀,𝓐,𝑷)    54فضاي    2-3-2
,𝑳2(𝛀,𝓐 فضاي   3-3-2 𝑷)    57 
 62    همبستگی و کوواریانس   4-3-2

 66    نیکودیم -رادون هاي مشتق و ارز هم احتمالات 4-2
 66    شهودي   1-4-2
 71    نیکودیم-رادون هاي مشتق   2-4-2

 73    تصادفی عوامل 5-2
 73    تعاریف   1-5-2
 75    بدره انتخاب براي اي برنامه   2-5-2

   79  مالی هاي مدل در احتمال مرسوم هاي توزیع         3فصل  

 80    گسسته هاي توزیع 1-3
 80    توزیع برنولی   1-1-3
 83    اي توزیع دو جمله   2-1-3
 85    توزیع پوآسون   3-1-3

 88    پیوسته هاي توزیع 2-3
 88    توزیع یکنواخت   1-2-3
 91    گوسی (نرمال) توزیع   2-2-3
 95    توزیع نرمال لگاریتمی   3-2-3



 100    مرسوم هاي توزیع از دیگر بعضی 3-3
 𝝌 𝟐    100توزیع    1-3-3
 102    اسیودنت-t توزیع   2-3-3
 103    توزیع اسندکور   3-3-3

  105   حد قضایاي و شرطی انتظارات         4فصل  

 106    شرطی انتظارات 1-4
 106    مثال مقدماتی (اولیه)   1-1-4
 108    هاي شرطی توزیع   2-1-4
 109     شرطی با توجه به یک پیشامد انتظارات   3-1-4
 110    انتظارات شرطی با توجه به متغیر تصادفی   4-1-4
 112    با تو جه به زیر تبار شرطیانتظارات    5-1-4

 L^2 (Ω,A,P(    114 هندسی تفسیر 2-4
 114    مثال اولیه   1-2-4
 𝑳2    115عنوان تصویري در  شرطی به انتظارات   2-2-4

 117    شرطی انتظارات هاي ویژگی 3-4
 119    بردار گوسی مورد   1-3-4

 124    مرکزي حد قضیه و بزرگ اعداد قانون 4-4
 125    هاي تصادفی همگرایی   1-4-4
 126    قانون اعداد بزرگ   2-4-4
 130    قضیه حد مرکزي   3-4-4
 

 
 
 



 

 

 

 

 

 



 مالی امور در احتمالاتکاربرد     2

 

 
 

 و اندازه احتمال 1گیري اندازه فضاهاي قابل 1-1
هـاي اقتصـادي در اقتصـاد را تـک      ه براي شروع با یک نگرش ساده، دوره زندگی بنگـا 

𝑡طوري که در آن زمـان آغـاز    کنیم به اي فرض می دوره = 𝑇و زمـان پایـان    0 = 1 
شـوند و   ها) در زمان صفر در بازار معامله می باشد. بعضی از اوراق بهادار مالی (دارایی می

 نمایند. یعایدات را در زمان یک تولید م
هـاي   توانیم تعـدادي از وضـعیت   ها و پیچیدگی مدل مورد نظر، می بسته به تعداد دارایی

اي از  طور کلی، براي کل اقتصاد در نظر بگیریم. مجموعه احتمالی را براي عایدات و، به
نشـان داده   Ωشـود و بـا نمـاد     شناخته می 2عنوان مجموعه حالات طبیعی احتمالات به

تواند متناهی یـا   می Ωبسته به این که چگونه بخواهیم بازار را توصیف کنیم،  3شود. می
 نامتناهی در نظر گرفته شود.

اند که اطلاعات درباره وضعیت ممکن  از حالات طبیعی ساخته شده Ωهاي  زیر مجموعه
دار  کنند. براي مثال، اگر فقط یک دارایـی مخـاطره   را توصیف می 𝑇(احتمالی) در تاریخ 

هـاي نهـایی بـراي ایـن دارایـی بـا زیـر         بازار معامله شـده باشـد، طیفـی از قیمـت     در
جـا بررسـی    هاي طبیعی همراه است. بنا بـه دلایـل فنـی، جزئیـات را در ایـن      مجموعه

1 Measurable Space. 
2 Set of States of Nature. 

اغلب براي بیان فضاي نمونه آزمایش تصادفی استفاده  Ωوري احتمال، ئهاي ریاضی ت در کتاب3 
کنیم اقتصاد یا  ها را انتخاب می شود. در متن کتاب ما آزمایش تصادفی که در آن بعضی از وضعیت می

 بازارهاي مالی هستند. 

                                                                                                                           



 3    تصادفی متغیرهاي و احتمال فضاهاي    1فصل 

تـوان در مـدل    را نمی Ωهاي  ي زیر مجموعه بسیار بزرگ است همه Ωکنیم، وقتی  نمی
باشد، مدل  Ωهاي  اي از زیر مجموعه نشان دهنده مجموعه 𝒫𝒫(Ω)اگر  1در نظر گرفت.

هاي قابل قبول مجاز براي تعریف انـدازه   هاي سازگار با بعضی ویژگی را به زیر مجموعه
  2نیاز داریم. 𝜎𝜎-همین جهت (شاید) به مفهوم انتزاعی از جبر کنیم. به احتمال محدود می

1-1-1   𝝈𝝈- جبري (یا تبار) مبتنی بر مجموعه𝛀𝛀  
 𝒫𝒫(Ω)اي از حالات طبیعی باشد و  نماد مجموعه Ωاجازه دهید    1تعریف 
(که همچنین تبار نیز  Ωمبتنی بر  𝜎𝜎-باشد: جبر Ωهاي  اي از زیر مجموعه مجموعه

 است که با موارد زیر سازگار است: 𝒫𝒫(Ω)از  𝒜𝒜شود) یک زیر مجموعه  نامیده می
1. Ω ∈ 𝒜𝒜 
2. ∀ 𝐵 ∈ 𝒜𝒜,  𝐵𝐶 ∈ 𝒜𝒜    

𝐵𝐶اســت و بوســیله  𝐵مــتمم  𝐵𝐶جــا  در ایــن = {𝜔𝜔 ∈ Ω ∕ 𝜔𝜔 ∉ 𝐵}  تعریــف
 نسبت به متمم بسته است. 𝒜𝒜شود. پس  می

𝐵𝑛,𝑛)براي هر دنباله  .۳ ∈ ℕ)  از اعضا ء𝒜𝒜 داریم ،⋃ 𝐵𝑛 ∈ 𝒜𝒜+∞
𝑛=1   بـه دیگـر .

 نسبت به اجتماع قابل شمارش بسته است. 𝒜𝒜سخن 
ه نامیـد  4پیشـامدها  𝒜𝒜شود و اعضا  نامیده می 3گیري فضاي قابل اندازه (Ω,𝒜𝒜)جفت 

 است.  5باشد، یک پیشامد ساده شوند. پیشامدي که فقط شامل یک حالت طبیعی می  می

به روش سازگار تعریف شود. این  𝒫𝒫(Ω)تواند روي  قابل شمارش نیست، اندازه احتمال نمی Ωقتی و 1
 تعدیل شده است. 1-1-3 در قسمت

نگاه کنید)  2بازده اوراق بهادار مالی (به فصل  معیاراغلب در مالی براي نشان دادن انحراف  𝜎𝜎نماد  2
جبري معمولا در نظریه احتمال براي -𝜎𝜎جا، ارتباطی با تفسیر معمول ندارد، اما  شود. در این استفاده می

 بیان مفهموي است که در زیر تعریف شده است.
3 Measurable Space. 
4 Events. 
5 Elementary Event. 
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